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This thesis focuses on image processing using wavelet transform. The usage 
of wavelet transform is analysed especially for image compression and image noise 
reduction purposes. The analysis describes in detail aspects and application of the 
following wavelet transform methods: CWT, DWT, DTWT, 2D DWT. The thesis 
further explains the meaning of the mother wavelet and studies certain specific kinds 
of wavelets, kinds of thresholding and its purposes and also touches on the 
JPEG2000 standard. Mathematica and Sage software packages were used to design 
algorithms for image compression and image noise reduction, utilising relevant 
wavelet transform findings. The concluding part of the thesis compares the two 
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   ÚVOD 
 
Úspěšné použití waveletovi, dále už vlnkové, transformace (WT) při zpracování 
signálů a zvuků nabízí otázku, zda ji lze uplatnit také v oblasti zpracování obrázků. 
Dosavadní experimenty napovídají, že vlnková transformace nabízí zajímavou 
a potenciálně užitečnou reprezentaci obrazu. Při kompresi nebo kompenzaci šumu 
je vlnková transformace schopna zachytit důležité detaily a za pomocí správného 
nastavení odfiltrovat nechtěné a duplicitní data nebo šum. 
 
Cílem této diplomové práce je seznámení se s vlnkovou transformací (základní 
principy, rozdělení a vlastnosti). Najít výhody a nevýhody 2D vlnkové transformace 
v oblasti zpracování obrázků. Najít vhodná řešení při použití komprese obrázků 
a odstranění šumu v programech Mathematica a Sage a vytvořit algoritmy využívající 
poznatků o WT. Celá diplomová práce je proto členěna do kapitol, kde se snažím 
jednotlivé témata vysvětlit. 
 
V prvních kapitolách se zabývám vlnkovou transformací obecně, jejím principem 
a vlastnosti. V podkapitolách jsou přiblíženy typy transformací a podrobné vlastnosti 
každé z nich. U všech modifikací je uvedena jejich možná realizace. Postupně 
představuji spojitou vlnkovou transformaci CWT, diskrétní vlnkovou transformaci 
DWT, dyadickou vlnkovou transformaci DTWT, inverzní vlnkovou transformaci 
IDTWT, redundantní DTWT a vlnkovou transformaci 2D signálů 2D DWT.  
 
Nedílnou součástí všech výše uvedených transformací je volba správné mateřské 
vlnky, která ovlivní celý výsledek transformace. Touto problematikou se zabývají 
kapitoly druhé části. Je zde vyjmenováno a popsáno několik základních 
a nejpoužívanějších typů vlnky z celkových asi čtyř set.  
 
Třetí část je z pohledu zadání práce nejzajímavější. Je zde popsána aplikace 
vlnkové transformace na standardu JPEG2000 a její praktické využití při zpracování 
obrazových dat. Rozebírá postup komprese a kompenzace šumu v obrázcích 
a věnuje se postupu prahování a volbě prahu při dekompozici obrazu. 
 
V další čtvrté kapitole se věnuji aplikaci vlnkové transformace v programech 
Mathematica a Sage. Kapitola je rozdělena na dvě části věnované každému 
programu zvlášť. V úvodu každé části popisuji instalaci programů, jejich nastavení 
a krátce pracovní prostředí. Poté uvádím ukázky funkcí s rozbráním částí zdrojových 
kódů. Pro přehlednost vysvětlení některých kroků algoritmů, vkládám do textu 
grafické výstupy jednotlivých funkcí. 
 
Poslední část je věnována krátkému shrnutí přínosu této práce. Porovnání obou 
programů z hlediska uživatelského ovládání, možnosti psaní kódu, funkčnost 




1 VLNKOVÁ (WAVELETOVA) TRANSFORMACE 
 
Teorie vlnek se uplatňuje nejen v oblasti zpracování signálů, ale také 
při zpracování obrázků, např.: analýza, komprese nebo kompenzace šumu. 
Postupně v mnoha aplikacích nahrazuje Fourierovu transformaci. Samotná 
waveletova, dále už vlnková, transformace patří do skupiny lineárních integrálních 
transformací, které jsou obecně definovány vzorcem (1.1)[11].  
( ) ( ) ( ) ( )∫
∞
∞−
= dtttfttf ψψ,       (1.1) 
Jde tedy o množinu průmětů zkoumané funkce f(t) do množiny funkcí ( )tψ  
neperiodických a ohraničených (konečných) v čase. Díky těmto vlastnostem lze 
nalézt transformační výsledek v časové i frekvenční oblasti. Jinými slovy, vlnková 
transformace získává časově – frekvenční popis signálu1
 
. Proto bude obecně 
popsána dvěma parametry na rozdíl od Fourierovy transformace, kde je jeden 
parametr – sinusoid popisující frekvenci.  
Základ vlnkové transformace je vhodnou změnou šířky ”okna2
Obr.1.1
” ohraničit krátký 
úsek signálu v čase a jeho tvarem dosáhnout optimálního poměru rozlišitelnosti 
daného intervalu v čase a frekvenci. Pro nízké frekvence je ”okno” širší, pro vysoké 
užší, viz. ( )[11]. Toto ”okno” se nazývá mateřská vlnka ψ  (mother wavelet), 
která udává tvar všech odvozených vlnek odpovídajících příslušným parametrům.  
 
 
Obrázek 1.1: Časově – kmitočtové rozlišení vlnkové transformace, kde šířka v příslušné 
souřadnici je označena σt a σω 
                                              
1 Nezávisle proměnnou může být jen čas, ale v různých aplikacích jde např. o polohu, 
dráhu,… 




Mateřská vlnka musí splňovat několik podmínek [11]: 
 
• je nenulová pouze na ohraničeném intervalu v čase (má kompaktní nosič) 
a tedy její limity v nekonečnech se rovnají nule nebo to jsou zanedbatelně 
malé hodnoty 




∞<dtt 2ψ        (1.2)  
• má nulovou střední hodnotu, viz. vzorec (1.3): 
( )∫ = 0dttψ        (1.3)  
• mění se znaménky – osciluje 
 
Všechny výše uvedené podmínky lze odvodit ze dvou základních a to z podmínky 








       (1.4)  
Vlnky s příslušnými parametry zvanými dilatace3 (šířka) a translace4
(1.5)
 (poloha) 













tt 1,    R∈> τλ ,0   (1.5) 
Translace umožňuje pokrýt vlnkami postupně celou délku signálu a dilatace udává 
délku nebo roztažení odvozené vlnky a tím i její spektrum. V souvislosti s vlnkovou 
transformací se namísto termínu „frekvence“ používá „měřítko“ (scale). Lze tedy 
prohlásit, že dilatace ovlivňuje měřítko odvozené vlnky. Člen 
λ
1  normalizuje energii 
všech vlnek na stejnou hodnotu – roztažením v ose polohy se zvětšuje a dochází 
k posunu v ose měřítka [9][11]. 
 
Pro představu lze uvést jednoduchý příklad. Je dán signál obsahující složky 
do 50Hz. Tento signál se nejdříve rozdělí na dva s užšími frekvenčními pásmy (např. 
0 – 25Hz a 25 – 50Hz). K tomuto účelu lze použít filtry typu dolní5 a horní6
[1
 propust. 
Potom se stejný postup aplikuje buď na oba, nebo pouze na jeden z nově vzniklých 
signálů. Jelikož je důležitější obsah na nižších frekvencích, protože právě tyto 
frekvence reprezentují podstatu nebo charakter signálu, proto se obvykle dále dělí 
signál dolnofrekvenční části (zde v příkladu 0-25Hz). Vysoké frekvence naopak 
ovlivňují odstín signálu a projevují se na nich i nechtěné jevy (např. měřený signál 
za přítomnosti šumu o vyšší frekvenci). Takto se postupuje, dokud signál nedosáhne 
předem určené krajní hladiny. Popsaný postup se nazývá dekompozice ].  
                                              
3 Vztah mezi vlnkovou transformací původní funkce a její roztaženou nebo zúženou 
podobou ve vlkových koeficientech. Dojde tak k adekvátnímu roztažení v ose polohy 
a k posunu v ose měřítka. 
4 Mění umístění (posunutí) vlnky na časové ose. 
5 Označuje lineární filtr, který nepropouští signál vyšších frekvencí. 
6 Označuje lineární filtr, který nepropouští signál nižších frekvencí. 
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Těmito operacemi se získají svazky signálů, které reprezentují ten samý signál 
v různých frekvenčních pásmech. Díky znalosti sad odpovídajících určitému 
frekvenčnímu pásmu se mohou tyto sady nakreslit do 3-D grafu (Obr.1.2) [1], který 
má na jedné ose čas, na druhé frekvenci a na třetí amplitudu. Frekvenční osa 
je u vlnkové transformace značena jako měřítko (scale), proto je měřítko nepřímo 
úměrné frekvenci (vysoká hodnota měřítka reprezentuje nízké frekvence a naopak). 
Také vyšší frekvence jsou lépe rozlišeny časově a nižší frekvenčně.  
 
 
Obrázek 1.2: Ukázka 3D vlnkové transformace 
 
Je-li frekvenční rozlišení po celou dobu trvání signálu stále stejné, jedná 
se o Spojitou vlkovou transformaci. Modifikací této transformace vznikne Diskrétní 
vlnková transformace, u níž je sice časové rozlišení také stejné, ale frekvenční 
informace mají různé rozlišení (nižší frekvence jsou lépe frekvenčně rozlišeny, vyšší 
hůře). Pokud obsahuje analyzovaný signál krátkodobě vysoké frekvence 
a dlouhodobě nízké frekvence, je možné analyzovat signál pomocí Víceúrovňové 
analýzy (multiresolution analysis). Je navržena tak, aby dávala dobré časové a horší 
frekvenční rozlišení na frekvencích vysokých a naopak, horší časové a lepší 
frekvenční rozlišení, na frekvencích nízkých. 
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1.1 Spojitá vlnková transformace (CWT) 
 
Spojitá vlnková transformace (continuous wavelet transform), dále jen CWT, je 
definována vztahem (1.6). Výsledek pro jednorozměrný signál tak představuje 
dvourozměrná funkce zvané vlnkové koeficienty [5].  













1,   R∈> τλ ,0   (1.6) 
Jinými slovy, spektrum ( )τλ,y  je dvourozměrnou funkcí, která je dána korelačním 
integrálem mezi analyzovaným signálem ( )tx  a bázovou funkcí ψ
τ
⋅
1 , která 
představuje konkrétní mateřskou vlnku. Tato vlnka je stejná pro všechny vektory 
( )τλ, , avšak konkrétní tvar vlnky je závislý na obou parametrech. Pomocí 
parametru λ  (měřítko – scale) je možné měnit její šířku (dilatace funkce). Pro 1>λ  je 
vlnka natažena λ -krát. Parametremτ se mění umístění vlny na časové ose, změna 
tohoto parametru umožňuje postupně pokrýt vlnkami celý časový rozsah signálu.  
 
Inverzní transformace je součet příspěvků všech jednotlivých vlnek (1.7), proto 
zkoumaná funkce x(t) musí mít konečnou energii. 
( ) ( )∫∫= λτψτλ τλ ddytx ,,    R∈> τλ ,0   (1.7)  
 
1.1.1 Realizace CWT  
 
1. Prvně se zvolí mateřská vlnka, resp. dceřiná vlnka a nastaví se počáteční 
podmínky ( )signálumeze,,τλ .  
 
2. Provede se výpočet transformace ( )τλψ ,cT  pro zvolený faktor dilatace ( )λ  









Obrázek 1.3: Ukázka posunu okna o τ – translace 
 
3. Dalším krokem je změna faktoru dilatace 
(postupuje se od jemnějšího k hrubšímu) λ  
(Obr.1.4) a opakuje se od bodu 2.  
 
4. Jakmile se dosáhne požadované dilatace 
λ , proces je u konce, jinak se pokračuj 
bodem 3.  
Obrázek 1.4: Roztažení ona o λ – dilatace 
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1.2 Diskrétní vlnková transformace DWT 
 
CWT vykazuje tři vlastnosti, které ji činí nevhodnou pro praktické využití: 
 
1. Nadbytečnost dat (redundance) – CWT je prováděna korelací signálu 
a souvisle posouvané souvisle roztahované funkce.  
2. Výsledkem je nekonečné množství koeficientů což neumožňuje jakékoliv 
praktické využití. 
3. Pro většinu funkcí nemá CWT analytické řešení a musí tak být prováděna 
numericky. 
 
Základním východiskem prakticky používaných variant vlnkové transformace je 
omezení možných hodnot parametrů λ  a τ . Tedy vzorkováním CWT se získá 
diskrétní vlnková transformace, dále DWT. K tomuto účelu se nejlépe hodí dyadické 
vzorkování, kde parametry měřítka jsou definovány jako m0λλ =  a 00 τλτ ⋅⋅= n
m  pro 
ZnZm ∈∈>> ,,0,1 0τλ . Měřítko λ  je vzorkováno v dyadické (oktávové) 
posloupnosti, zatímco časová osa τ  je dělena rovnoměrně. Koeficienty DWT jsou 
určeny rovnicí (1.8), kde parametr m zastupuje kmitočtové a n časové měřítko  
[5][13].  
( ) ( ) ( )∫
∞
∞−




1, τψ      (1.8) 
Konstanta 0τ  závisí na šířce pásma mateřské vlnky B2
1
0 =τ  a určuje hustotu 
vzorkování koeficientů v časové oblasti (Obr.1.5). Toto zjednodušení hraje 
významnou roli při digitální a počítačové realizaci DWT. 
 
DWT tak vytváří nerovnoměrně rozloženou množinu koeficientů y(m,n), kdy se 
s každou následující hodnotou m spektrum zmenšuje na polovinu. Tím dochází 
k rozložení v obou osách a spektrum celé soustavy vlnek získává oktávovou podobu 
(Obr.1.5 a Obr.1.6) [13]. 
 
Jinými slovy, oblast z jednotlivých koeficientů výsledku DWT vytváří určitou 
strukturu v dvourozměrném prostoru, jehož první rozměr představuje oblast časovou 
a druhý frekvenční. Tato struktura je charakteristická změnou velikostí těchto oblastí 
na poloviny (podvzorkování) nebo dvojnásobky (nadvzorkování).  
 






Obrázek 1.6: : Rozložení koeficientů DWT s podvzorkováním v čase a frekvenci (měřítku). 
 
1.2.1 Realizace DWT 
 
Analyzovaný signál se nechá projít dvěmi komplementárními propustmi (nejčastěji 
typu FIR7 Obr.1.7) ( ) [13]. Dolní propust (DP – h[n]) oddělí aproximaci prvního řádu 
a horní propust (HP – g[n]) detail prvního řádu. Získá se tak dvojnásobný počet dat, 
než je potřeba pro reprezentaci signálu. Počet dat lze zredukovat tím, že se signál 
převzorkuje8
 
 a například se vynechá každý druhý prvek signálu. Tento proces 
se nazývá decimace (oversampling) [13].  
 
 
Obrázek 1.7: Příklad jednoho stupně DWT pomocí dolní a horní propusti. 
 
Je však třeba vzít v úvahu, že v uvedeném postupu může dojít k jevu zvanému 
překrývání spekter (aliasing)9. Zabránit mu lze použitím vhodných filtrů a dodržením 
Nyquistova teorém10
                                              
7 Je diskrétní lineární filtr s konečnou impulzní odezvou, kde je výstup definován jako suma.  
. 
8 Proces v němž je na vstupu digitální signál zaznamenaný s určitou vzorkovací frekvencí a na 
výstupu je tentýž signál, ale s jinou vzorkovací frekvencí. 
9 Dochází k němu při převodu spojité funkce na diskrétní – při vzorkování, kdy dojde k překrytí 
frekvenčních spekter vzorkovaného signálu a tedy ke ztrátě informace. 
10 Také Shannonův teorém – vzorkovací frekvence musí být minimálně dvojnásobkem nejvyšší 
frekvence obsažené ve vzorkovaném signálu 
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1.3 Dyadická vlnková transformace DTWT 
 
Dyadická vlnková transformace s diskrétním časem je definována jako diskrétní 
konvoluce vztahem (1.9) [5], kde i  je index vzorků v čase.  






m inxihnmy 2,       (1.9) 
Jelikož je na výstupu m -tého filtru vzorkovací frekvence m -krát nižší, 
při dodržení Nyquistova teorému, lze při zmenšení šířky pásma signál podvzorkovat 
faktorem 2m. Podvzorkování lze provést vždy po průchodu jedním z dvojice 
předchozích filtrů realizujících dělení spektra na poloviny (Obr.1.9) [14]. Poté už 
se pouze vynechá každý druhý vzorek. Podvzorkování přináší zmenšení objemu dat 
a snížení výpočetního času, ale také nevýhodu – transformace není časově 





Obrázek 1.8: Realizace třístupňové rychlé DTWT pomocí banky filtrů s podvzorkováním 
 
Další nevýhodou je nutnost splnění podmínky díky podvzorkování, že délka 
vstupního signálu musí být k · 2m. Pro signály odlišné délky se používají metody 
kompenzující tento problém např. přidáním sekvencí nul, posledních hodnot, atd. 
Každý z těchto přístupů ovšem vykazuje jiné vlastnosti. Proto lze namísto úprav 
schématu rozkladu na aproximace vyjít z rozdělení spektra pásmovými propustmi 
jednotlivých vlnek. Toto řešení je výpočetně náročnější, ale nejčastěji se využívá 
při hledání vhodného prahování12
                                              
11 Znamená že výstupní sekvence posunutá v čase od svého počátku má jiné koeficienty než jí 
odpovídající vstupující sekvence. 
. 





Obrázek 1.9: Znázornění dělení spektra v DTWT 
 
1.3.1 Realizace DTWT pomocí banky filtrů 
 
Reálnou dyadickou vlnkovou transformaci ym(n) diskrétního signálu x(n) lze 
provést rozkladem signálu bankou diskrétních oktátových filtrů s impulsní 
charakteristikou hm(n), kde n = 0, 1, 2,.., Nm-1, tedy diskrétní konvolucí (1.10) [14]. 






mm nxihny 12       (1.10) 
Jak jde vidět, vzorkovací frekvence signálu ym(n) na výstupu m -tého filtru je 2m -krát 
nižší než vzorkovací frekvence vstupního signálu x(n). Transformace s třístupňovým 
rozkladem a modulové frekvenční spektrum odpovídajících ideálním oktávovým 
filtrům jsou znázorněny na (Obr.1.9 a Obr.1.10) [5][14]. 
 
Koeficienty DTWT jsou tvořeny podvzorkovanými výstupními vzorky banky filtrů, 
kde počet koeficientů transformace je shodný s počtem vzorků vstupního signálu 




, tedy ideální dolní propust Hd 
a ideální horní propust Hh s modulovými charakteristikami navzájem symetrickými 











































































eH jh  (1.11) 
                                              





Obrázek 1.10: Blokové schéma DTWT 
pomocí banky filtrů s podvzorkováním 
výstupů 





Z vzorců (1.11) [14] pro ideální filtry horních a dolních propustí lze odvodit graf 
frekvenční charakteristiky (Obr.1.12 a Obr.1.13) [5][14]. 
 


















Překreslení blokového schématu (Obr.1.10) pro dvojici zrcadlových filtrů dolní Hd 




Obrázek 1.14: Realizace třístupňové DTWT pomocí banky filtrů s podvzorkováním 
 
1.3.2 Inverzní DTWT (IDTWT) 
 
Princip inverzní transformace pro třístupňovou dyadickou DTWT je znázorněn 
na (Obr.1.14) [14]. Zde jsou pomocí expanderu14
5
 ↑2 a rekonstrukčních filtrů dolní FD 
nebo horní FH propustí mezi sousední podvzorkované posloupnosti koeficientů 
z DTWT transformace doplněny nulové vzorky. Tyto vzorky jsou nutné pro odstranění 
aliasingu, který vzniká při průchodu přes filtry. Rekonstrukční filtr musí být opakem 
odpovídajícího rozkladového filtru [ ].   
 
 






                                              
14 Zařízení, které ovlivňuje výstupní úroveň zpracovaného signálu v závislosti na jeho vstupní 
úrovni tak, že zvětší jeho původní dynamický rozsah. 
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1.3.3 Redundantní DTWT (SWT) 
 
Redundantní DTWT, nebo také stacionární WT je varianta transformace, která nemá 
podvzorkované výstupy filtrů, jak lze vidět na obrázku (Obr.1.16 a Obr.1.17) [5]. Tím se 
značně ulehčí pracnost při přepočtu koeficientů. Počet koeficientů redundantní 
transformace narůstá úměrně s počtem pásem, na která je signál rozkládán. Aby byl 
výstupní signál po zpětné transformaci přesně rekonstruován, musí rozkladové 
a rekonstrukční filtry splňovat podmínky (1.12) [5] 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )zXzHzFzHzFzY hhdd +=      (1.12) 
 
z čehož lze odvodit vztah (1.13). 
 













Na rozdíl od DTWT s podvzorkováním koeficientů nezávisí koeficienty redundantní 
DTWT na posunutí vstupního signálu (na volbě počátku filtrace), je tedy invariantní 
vůči časovému posunutí vstupního signálu. Proto je redundantní DTWT vhodnější 
pro filtraci signálů nebo pro detekci charakteristických útvarů v signálech.  
 
1.4 Problém konečné délky signálů 
 
Problém konečné délky signálu (border distortion) se projevuje na okrajích 
intervalu, ve kterém je analyzovaný signál definován. Je důsledkem konečné délky 
obou signálů u DWT při filtraci a u DWT při konvoluci. Pro zmírnění nebo odstranění 
lze použít různých metod podle charakteru signálu [11]: 
 
1. doplnění signálu: 
 
a) nulami – chybějící část nutná pro výpočet konvoluce se doplní nulami. 
Jde o jednoduché řešení, které většinou zapříčiní vznik nesouvislostí 
analyzovaného signálu a odpovídajících nesrovnalostí na krajích 
výsledku transformace. 
b) extrapolace konstantou – doplnění signálu konstantními hodnotami 
okrajových bodů, přináší stejné nevýhody jako předchozí metoda  
c) symetrizace – doplnění původním signálem symetricky kolem 
okrajového bodu. Vyvolá vznik nesouvislostí v první derivaci 
a odpovídajících nesrovnalostem na krajích výsledku transformace, 
vhodné zejména pro 2D transformaci obrazů. 
d) extrapolace s hladkou první derivací, vhodná pro signály 
reprezentované hladkou funkcí 
 
2. výpočet ve frekvenční oblasti s využitím okénkové funkce  
 
3. periodizace – doplnění signálu periodickým opakováním původního, vhodná 
pro signály periodického charakteru s periodou kmitočtově nejnižší složky 
rovnou délce analyzovaného úseku, nevyvolává vznik nesrovnalostí 
na okrajích výsledku transformace 
 
1.5 Vlková transformace 2D signálů 
 
Zatímco jednorozměrná vlnková transformace rozděluje signál do dvou částí 
(detaily a aproximace), u dvourozměrné vlnková transformace je signál rozdělen do 
čtyř částí, které se nazývají HL – vertikální obraz, LH – horizontální obraz, HH – 
diagonální obraz a LL – obraz vzniklý z dolních frekvenčních pásem a DD je 
označována jako aproximace na dané úrovni rozkladu a zachycuje největší část 
energie [7] . 
 
LL je část v levém horním rohu obrázku (Obr.1.16) [13]. Vychází 
z dolnopropustního filtru z obou směrů (řádky i sloupce), proto LL. Ze všech čtyř částí 
je nejvíce podobná původnímu obrázku, proto se nazývá aproximace. Další tři části 
zobrazují detaily. Pravý horní roh vychází z hornopropustního filtru v horizontálním 
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směru (řádky) a z dolnopropustního filtru ve vertikálním směru (sloupce), proto HL. 
Zbylé dvě části vznikají podobným způsobem. 
 
Zjednodušeně lze rozklad 2D signálu pomocí DWT rozdělit na dva kroky, kde 
v prvním je použita filtrace po řádcích a ve druhé po sloupcích (Obr.1.18) [13]. Jako 
příklad lze uvažovat o obraze s rozměry M x N, kde M je počet řádků a N sloupců. 
Po zpracování řádků pomocí 1D DWT jsou výsledkem dva podobrázky, jejichž 
rozměry jsou M/2 řádků a N sloupců. Poté se provede 1D DWT na sloupce dvou 
výsledných podobrázků a výsledkem jsou čtyři podobrázky, každý o velikosti M/2 
řádků a N/2 sloupců. 
 
 




Obrázek 1.19: Blokové schéma jednoho stupně 2D DWT 
 
1.5.1 Realizace vlkové transformace 2D signálů 
 
Při podrobnějším pohledu na princip 2D DWT (Obr.1.19) [13] se prvně 
uspořádávají koeficienty získané jedním podkrokem transformace (jednoho řádku). 
Tedy po podvzorkování dvěma vzniknou dva vektory o poloviční velikosti, které je lze 
spojit do jednoho o původní délce. Tím zůstane zachován „řádek“ ve své původní 
velikosti a nedojde k nárůstu objemu dat nebo jejich členění do složitější struktury. 
Pokud nejsou hodnoty z těchto dvou vektorů prostřídány, ale pouze zřetězeny, 
rozdělí se vektor řádku na dvě části s detaily a aproximacemi. Totéž je provedeno 
ve vertikálním směru – transformace po sloupcích, to je přeuspořádání dat 
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do původní matice. Tím je původní matice rozdělena na čtyři části a zároveň 
ukončen jeden krok transformace (Obr.1.20). 
Následné opakování probíhá pouze v části obsahující koeficienty dvourozměrných 
aproximací LL. Takto proběhne čtvercová transformace dvourozměrné matice 
s výslednou čtvercovou strukturou. 
 
 




2 MATEŘEKÁ VLNKA 
 
Při využití vlnkové transformace je nutno si vybrat jakou vlnku bude transformace 
využívat, existuje jich kolem 400. Použitá vlnka ovlivňuje výsledky procesu, ať už 
se jedná o filtraci, kompresi či jiné využití transformace. Pro výběr mateřské vlnky 
platí některé omezující podmínky [11]: 
• Střední hodnota vlnky musí být rovna nule. 
( )∫ =
R
dtt 0ψ         (2.1) 
• Vlnka musí být absolutně integrovatelná a musí existovat inverzní 
transformace s možností rekonstrukce původního signálu.  
• Normované vlnky (upravené měřítkem) mají vždy stejnou energii  
( )∫ =
R
dtt 1ψ         (2.2) 
Při výběru vlnky se nejprve zvolí okruh vlnek vhodných pro dané použití a samotný 
výběr se provede porovnáním výsledků jednotlivých vlnek. Nejznámější jsou 
symetrické vlnky mexický klobouk a Morletova vlnka. Tyto vlnky nejsou ortogonální 
a nemají kompaktní nosič, proto jsou vhodné pouze pro použití v CWT. 
 
2.1 Vlnka mexický klobouk 
 
Tato vlnka má tvar druhé derivace hustoty pravděpodobnosti Gaussova 
rozdělení15
11
. Nemá kompaktní nosič. Její název pochází z podobnosti s mexickým 




Ortogonální – ne  
Biortogonální – ne  
Symetrická – ano 
DWT – ne  
CWT – ano 
 























                                              
15 Takové rozdělení, aby součet přes všechny hodnoty X dávalo pravděpodobnost jedna. 
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2.2 Morletova vlnka 
 
Morletova vlnka je definována jako komplexní harmonická sinusoida modulovaná 




Ortogonální – ne  
Biortogonální – ne  
Symetrická – ano 
Komplexní – ano 
DWT – ne  
CWT – ano 
 










Obrázek 2.2: Morletova vlnka 
 
2.3 Haarova vlnka 
 
Jedná se o nejjednodušší vlnku, realizovanou dvěma jednotkovými skoky, jejichž 
výsledkem jsou dva obdélníkové pulzy. Ikdyž je dokonale lokalizována v časové 
oblasti, její spektrum není ukončeno – neúplné hrany obdélníku. Další její nevýhodu 




Ortogonální – ano  
Biortogonální – ano  
Symetrická – ano 
DWT – ano  



















   (2.5) 
 
 







2.4 Vlnka Daubechiesové 
 
Jde o skupinu mateřských vlnek různého řádu N ≥ 1 bez explicitního vyjádření 
y(x), konstruovanou rekurzivně z koeficientů pro daný řád rekurze – vždy násobek 




Ortogonální ano  
Biortogonální ano  
Symetrická – ne 









Obrázek 2.4: Vlnky Daubechiesové 2. a 12. řádu 
 
2.5 Mayerova vlnka 
 
Tato vlnka nemá vyjádření v časové oblasti (nemá vhodný matematický vzorec), 
je definována čistě ve frekvenční. Nemá kompaktní nosič (ale aproximace používaná 




Ortogonální ano  
Biortogonální ano  
Symetrická – ano 


















2.6 Výběr vhodné vlnky 
 
Základním problémem při volbě vlnky pro danou aplikaci je její obor hodnot (R/C). 
Výběr vlnky se může volit na základě pokusů a omylů, řídit dle pravidel nebo využít 
některé již známé souvislosti [11]: 
 
• Komplexní vlnky jako Morlet dobře detekují oscilace, nejsou vhodné 
pro detekci osamocených singularit.  
• K detekci špiček a singularit v signálu jsou vhodné čistě reálné vlnky 
s málo oscilacemi. 
• Antisymetrické vlnky jsou vhodné k detekci změn gradientu.  
• Symetrické vlnky nezpůsobují fázový posun mezi špičkou, singularitou, 
oscilací v signálu a polohou příslušného koeficientu při transformaci.  
• Pro současnou detekci amplitudy a fáze je nutné použít komplexní vlnku 




3 APLIKACE VLNKOVÉ TRANSFORMACE 
 
Je mnoho oblastí, kde se dají uplatnit vlastnosti vlnkové transformace. Asi největší 
mírou se podílí při zpracování signálů (potlačení nebo zesílení užitečného 
signálu,…), úprava grafiky (odstranění šumu, detekci hran obrazce,…), modifikace 
zvukových nahrávek (utlumení okolního hluku, zvýraznění některé části 
nahrávky,…). Všem známé je použití vlnkové transformace ve standardu JPEG 
2000, kde řeší kompresy. Mimo jiné má zásadní uplatnění i při odstraňování šumu 
v obrázcích. Problémy filtrace za účelem snížení šumu a komprese spolu úzce 
souvisí rozdíly mezi nimi jsou především v tom, jakým způsobem vybírají koeficienty, 
které budou upravovat, jaké algoritmy volí pro výpočet hodnot prahů a jakým 
způsobem koeficienty upravují. V obou případech je cílem odstranit nadbytečné 
a zanedbatelné části dat. Tímto problémem se v teoretické rovině zabývají celá tato 
kapitola. 
 
3.1  Komprimace obrázků 
 
Při kompresi jde o hledání koeficientů, které mají být vynulovány a zanedbány 
nebo kvantovány s nižším rozlišením. Hlavní skupiny komprese jsou bezeztrátová 
s maximálním kompresním poměrem 2:1 a ztrátová s variabilním (dle formátu 
obrázku jpeg – jpg, gif, png, pcx,…). Velmi známý je standard JPEG, který obrázkům 
maže důležité detaily a vkládá do nich rušivé ostré přechody.  
 
Ideální komprese je pomocí vlnkové transformace, protože zachovává detaily 
a do obrázku nevkládá ostré hrany, ale je spíše vyhlazuje. Princip ztrátové komprese 
spočívá buď ve vymazání komponent signálu (obrázku) s nízkou energií a zachování 
komponent s vysokou energií, nebo ve vymazání vysokofrekvenčních dat 
a zachování nízkofrekvenčních dat, nebo v kombinaci obojího, jako je tomu 
u standardu JPEG2000. 
3.1.1 Komprese ve standardu JPEG2000 
 
V tomto formátu je použita komprese pomocí vlnkové transformace, kdy 
se s obrázkem pracuje jako s celkem a probíhají operace převodu na popisy formou 
vlnových funkcí. Převod je víceprůchodový a počet průchodů určuje kompresní 
poměr a kvalitu dekomprimovaného obrázku. Proto platí čím méně průchodů, tím 
vyšší kompresní poměr, ale nižší kvalita obrázku. Každému průchodu odpovídá 
zvláštní datový blok komprimovaného souboru. Tato metoda odstraňuje čtverečkové 
přechody, jako má standard JPEG a navíc nabízí flexibilnější zpracování datového 
toku v komprimovaném souboru. Na obrázku (Obr.3.1) je zjednodušené schéma 







Obrázek 3.1: Blokové schéma standardu JPEG2000 
 
 
Obrázek 3.2: Podrobné schéma dopředné transformace 
 
Před použitím vlnkové transformace se obrázek rozdělí na menší nepřekrývající 
se pravoúhlé bloky (tiling), které jsou dále zpracovány a komprimovány nezávisle. 
Tato metoda snižuje nároky na paměť. Všechny bloky mají stejný rozměr kromě těch 
na pravém a spodním okraji. Velikost jednotlivých bloků je možné volit libovolně, 
až po velikost původního obrázku. Komponenta „DC level shifting“ pomáhá zlepšit 
kompresi odečtením stejné hodnoty komponentové hloubky od všech kladných 
vzorků. Poté se data transformují pomoci DWT, kde stupeň dekompozice musí být 
mocnina dvou. Kodek JPEG2000 jednotlivé bloky původního obrázku rozdělí 
na barevné složky YCbCr pomocí DC level shiftingu a ty zpracovává odděleně. Pak 




Obrázek 3.3.: Blokové schéma komprimace barevných složek 
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Výhody formátu JPEG2000: 
 
• Při editaci velkého obrázku lze dekódovat jen změněné části obrázku 
(bloky) a v případě potřeby bloky zkomprimovat na velikost, jakou měly 
předtím, není tedy nutné přeuspořádávat soubor. 
• JPEG2000 dosahuje vynikajícího stupně komprese při zachování vysoké 
kvality.  
• Umožňuje ztrátovou i bezeztrátovou kompresi za použití stejného kodéru. 
• Progresivní přenos umožňuje postupně přenášet data a zároveň 
zobrazovat obraz. V obraze se může postupně zlepšovat prostorové 
rozlišení, přibývat barevné komponenty nebo vrstvy.  
• Umožňuje definovat důležité části obrázku (Region of Interest - ROI). Jedná 
se o uživatelem definované části obrazu, které jsou komprimovány v lepší 
kvalitě na úkor zbytku obrazu. 
• Vysoká odolnost vůči chybám. 
• Umožňuje zpracovávat obrázky větší než 64000 krát 64000 pixelů  
• Kvalitněji zpracovává počítačově generovanou grafiku s ostrými přechody 
(JPEG byl orientován na obrázky "přirozené") [11]. 
 
3.2 Odstranění šumu 
 
Metoda pro odstranění šumu z obrázku pomocí DWT je založena na volbě 
vhodného prahování vlnkových koeficientů na jednotlivých úrovních dekompozice. 
Tyto koeficienty vznikají aplikací DWT na zašuměný signál obsahující aditivní bílý 
šumu16 3.1). Takový signál lze vyjádřit pomocí vztahu (  
 
( ) ( ) ( )nenxny +=         (3.1) 
 
x(n) je označení původního nezašuměného signálu, y(n) je signál s aditivním 
gaussovským šumem17
3.2
 a e(n) je šum s rozložením hustoty pravděpodobnosti N(0,1). 
Po aplikaci DWT na obrazový signál y(n) se dostávají koeficienty Y(j,k) (koeficient 
pozice pixelu [j,k]) k prahování. Existují dva hlavní způsoby prahování: měkké 
a tvrdé. Prahované koeficienty [j,k] vzniknou při měkkém / tvrdém prahování 
ze vztahů ( ) / (3.3) [13]. 







































      (3.3) 
 
                                              
16 Je náhodný signál s rovnoměrnou výkonovou spektrální hustotou. Signál má stejný výkon 
v jakémkoli pásmu shodné šířky. 
17 Je nazýván také jako bílý šum. 
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Sgn() je funkce signum18 3.4, definována vztahem ( ). Určit práh δ  lze několika 

















xSgn       (3.4) 
 
 
)ln(2 NM ⋅⋅⋅=∂ σ       (3.5) 
 
Proměnné M a N ve vzorci představují výšku a šířku obrazové matice a σ  
směrodatnou odchylku19
Obr.3.4
. Signál zbavený šumu se získá aplikací inversní SWT 
na prahované koeficienty. Příklad celého postupu je na obrázku ( ), který byl 
dekomponován do třetí úrovně, a v každé úrovni bylo provedeno prahování. 
K dekompozici byla použita Haarova vlnka. 
 
   
původní obrázek     obrázek se šumem 
 
    
použití tvrdé prahování    použité měkkého prahování 
 




                                              
18 Také nazývána znaménková funkce je matematická funkce, která libovolnému číslu přiřadí číslo 
o velikosti jedna nebo nula (pro = 0). 
19 Jedná se o údaj určující o jak moc se od sebe liší data v obrazové matici čísel. 
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3.3  Prahování 
 
Prahování (thresholding) je činnost, při níž jsou koeficienty N upravovány 
v závislosti na jejich pozici vzhledem k jedné dané hodnotě. Je definován práh λ – 
hodnota, pod nímž ležící koeficienty jsou označeny za popisující pouze šum 




















      (3.6) 
 
Při tvrdém (hard) prahování se výstupní koeficienty Mi zbaví šumových složek 
a původní koeficienty při tom nejsou ovlivněny, ale dojde ke vzniku skoků v signálu 
(Obr.3.5) [5]. Velkou výhodou je nízká implementační náročnost. 
 
 
Obrázek 3.5.: Skoky při tvrdém prahování 
 
 
Při měkké (soft) prahování jsou „bezšumové“ koeficienty posunuty o odpovídající 
hodnotu a příslušný směr tak, aby nedocházelo ke skokům (Obr.3.6) [5]. Tedy posun 





















    (3.7) 
 
Ikdyž měkké prahování neposkytuje ve srovnání s tvrdým velkou výhodu, přesto je 
dobrým kompromisem mezi výpočetní náročností (stále pouze sčítání a odečítání) 






Obrázek 3.6.: Měkké prahování 
 
Existují i další důmyslné prahovací funkce, jako jsou využití kombinací hladkých 
funkcí (prahování hyperbolické) nebo složitějších systémů prahu (poloměkké). 
3.3.1  Volba prahu 
 
Nejprve se prohledávají koeficienty Ni kvůli nalezení prahu. To znamená, zda mají 
být upraveny. Odhadovaná hodnota prahu musí být taková, aby při samotném 
prahování došlo pouze k minimálním nežádoucím efektům, protože vždy dochází 
i k chybám. Ty způsobují ztráty složky původního signálu nebo jsou ponechány 
složky dané pouze šumem a signál je zkreslen. Uvedený postup se nazývá střední 
kvadratická chyba MSE (mean square error) (3.8), která popisuje kvalitu procesu 
filtrace signálu pro daný práh [5]. 
( ) 21 ff
N
MSE −′= λλ       (3.8) 
 
Proměnná f představuje původní signál, λf ′  signál získaný filtrací prahováním a K 
počet vzorků signálu. Z důvodu nutnosti znát původní signálu je pro reálné aplikace 
způsob výpočtu nepoužitelný. Proto je nutno původní signál odhadnout. Pro testovací 
účely je původní signál uměle porušen šumem a díky tomu je lze zjistit. Dalším 
důležitý parametr je SNR, poměr signál – šumu (signal to noise ratio) (3.9), který také 
potřebuje znát původní signál [5]. 










log10log10 ==     (3.9) 
 
Při zvyšování prahu se odstraňuje šumová složka čistěji, avšak příliš velký práh 
odstraní i užitečný signál, nejmenší riziko nastává při nulovém prahu. Je nutno 
si vybrat mezi čistějším a zkresleným obrazem nebo skutečným, ale zašuměným. 
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Pro volbu prahu existuje odhad založený na dostačující hladkosti signálu, zvaný 
univerzální práh (universal threshold) (3.10), kde N je množství vstupních dat a σ  
rozptylu šumu [5]. 
)log(2 NUNIV ⋅⋅= σλ       (3.10) 
 
Pro spolehlivé prahování existuje lepší postup. Je to metoda zobecněného 
křížového ověření GCV (Generalized cross validation) (3.11) Při použití ortogonální 
vlnkové transformace se z automatické aproximace zjistí minimální hodnota MSE 
a GCV pracuje v transformační oblasti a usnadňuje tak dále výpočet (stačí pouze 


















λ      (3.11) 
 
Proměnná K je celkový počet koeficientů, K0 počet nulovaných koeficientů, N 
koeficienty původní a M’ koeficienty po prahování. Hlavní výhodu oproti 
univerzálnímu prahu představuje nezávislost na informaci o signálu či šumu. GCV 
se ovšem také chová nejistě v oblasti velmi malých hodnot okolo počátku, 
spadajících pod σ , ale je to nedůležité pro rozhodování.  
Často je výhodné aplikovat hledání prahu zvlášť na všechny transformační úrovně, 
protože koeficienty signálu spadají prvně do úrovní popisujících nižší frekvence. 
Pro nejnižší úrovně bývá dokonce možné prahování zcela vynechat. 
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4 PROGRAM MATHEMATICA 
 
Mathematica je programový systém k provádění numerických a symbolických 
výpočtů, řešení různých typů rovnic, zobrazení grafických závislostí a vizualizací, atd. 
Umožňuje také řešit projekty libovolného rozsahu od rutinních výpočtů 
až po velkosystémová řešení. Na trhu je více než 20 let a nyní se dá pořídit 
ve verzi 8. S poslední verzí přišel nový workflow, kde se autoři snaží zjednodušit 
přístup k funkcím, dokonce přímo z internetu ze stránek Wolframu.  
 
Na obrázku (Obr.4.1) je malá ukázka zjednodušení volání čísla π. Na prvním 
řádku je volání přes internet, který je pouze pro registrované uživatele a na druhém 
řádku je přímé volání vnitřní funkce programu. 
 
 
Obrázek 4.1: Ukázka nové funkce volání PI. 
 
Program Mathematica existuje v několika verzích, pro průmysl (malé, střední 
a velké podniky), pro vládní účely (vládní organizace a laboratoře) a pro školství 
(výzkumní pracovníci, pedagogové a studenti). Všechny verze se hlavně liší 
v licenční politice a po stránce finanční. V každé skupině licencí existují balíčky, které 
obsahují doplňkové nástroje nebo služby (pravidelné aktualizace, přístup k webovým 
službám webMathematica, atd.), více na stránkách www.wolfram.com. 
 
4.1 Instalace programu Mathematica 
 
Pro diplomovou práci jsem měl k dispozici Mathematica pro školství ve verzi 8. 
Instalace této aplikace se spustila z instalačního balíku pomocí *.exe. S následnými 
kroky nebyl žádný problém a vše probíhalo intuitivně. Součástí nainstalované 
aplikace jsou veškeré základní funkce.  
 
Při prvním spuštění aplikace pomocí Mathematica.exe je vyžadováno zadání 
sériového čísla. Poté se dá už s programem pracovat bez jakýchkoliv potíží jak 
v prostředí Windows XP tak Windows 7.  
 
4.2 Ovládání programu Mathematica 
 
Hlavním oknem pro psaní kódu je tzv. Notebook, který má po uložení příponou 
*.nb (Obr.4.2). Spustí se volbou v nabídce File → New → Notebook, nebo 
klávesovou zkratkou Ctrl+N. Do tohoto okna se zapisuje jak volání funkce 
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s patřičnými parametry, tak provádí její okamžité zobrazení. Pokud slouží funkce jen 
jako mezivýpočet, zakončí se středníkem a tím se nezobrazí její výpis. Popis všech 
funkcí je v nápovědě programu Help → Documentation center  nebo na online 
podpoře Wolframu Mathematica, viz. http://reference.wolfram.com.  
 
 
Obrázek 4.2: Ukázka okna pro psaní kódu. 
 
Volaná funkce se spustí stisknutím kláves Shift + Enter. Pokud dojde 
ke kombinaci několika po sobě jdoucích funkcí, musí se spouštět jedna po druhé, 
nebo hromadným označením a stisknutím volby Run to Selection ve správci 
Local Debud.  
 
Do Mathematiky se dají psát i vlastní funkce a vkládat jako balíčky Package 
s příponou *.m pomocí instalátoru programu New → Install... . Zde se vybere 
volba Package, najde požadovaný soubor a potvrdí se instalce. Jako balíček se také 
může použít samotné okno *.nb, které může obsahovat kompletní postup výpočtu 
s využitím jakýchkoliv funkcí Mathematiky. Pro správnou funkci balíčku, se před jeho 
instalací může zkontrolovat pomocí debuggeru File → New → Package (.m) . 
Do otevřeného okna se vloží kód balíčku a se zatržením možnosti Debug se spustí 
ladění tlačítkem Run Package. Nainstalované balíčky se poté volají příkazem 
Import [package.m, prametr funkce 1, parametr funkce 2,.. n]. 
 
4.3 Použité funkce 
 
Ke správné volbě funkcí pro odstranění šumu a pro kompresi jsem využil 
teoretických znalostí vlastností WT z kapitol 1., 2. a 3.  Proto pro filtraci šumu 
využívám vlastností stacionární vlnkové transformace SWT (Redundantní DTWT), 
protože se neprovádí podvzorkování20 a při rekonstrukci není nutná interpolace21
                                              
20 Množinu koeficientů zmenší o polovinu a tím sníží objem dat a čas výpočtu. 
 
21 Nalezení přibližné hodnoty funkce v nějakém intervalu. 
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a pro kompresi diskrétní vlnkové transformace DWT, protože díky podvzorkování 
budou ubývat nežádoucí vzorky, tím bude lepší kompresní poměr. 
4.3.1 Odstranění šumu z obrázku 
 
Jako první krok v programu na odstranění šumu je potřeba načíst obrázek a použít 
funkci pro zašumění. K načtení slouží příkaz Impotr[”file”,”format”], kde file 
je jméno souboru včetně cesty k němu, format označuje typ vstupních dat (image, 
sounds, data, atd.). V programu se do proměnné pic načítá obrázek voda.jpg. 
 
pic = Import["d:\\DP\\voda.jpg","Image"] 
 
K zašumění slouží funkce ImageAdd[image2, x], která slučuje vstupní data, 
kde image je obrázek a x slouží pro ořez hodnot. V programu se do proměnné noisy 
načítá sloučená hodnota vstupní obrázek a vygenerovaný šum v intervalu od -0,2 
do 0,2 a vše je ořezáno do velikosti vstupního obrázku (Obr.4.3). 
 




Obrázek 4.3: Vstupní obrázek a jeho zašumění 
 
V programu se stacionární vlnková transformace SWT volá příkazem 
StationaryWaveletTransform[data, wave, r], kde parametr data 
představuje vstupní vzorek (obrázek, zvuk, matice), wave značí druh vlnky 
pro zpracování dat, r určuje stupeň rozpadu transformace. Do proměnné dwd 
se načítá výsledek SWT, kde vstupní parametry jsou noisy zašuměný obrázek, 
funkce Harrovy vlnky HaarWavelet[] a číslo 3 pro stupeň rozpadu transformace. 
  
dwd = StationaryWaveletTransform[noisy, HaarWavelet[], 3] 
 
Tento příkaz vrací pole koeficientů z výstupních dat - DiscreteWaveletData (DWD) 
(Obr.4.4), kde SWT značí použitou funkci, číslo 3 je stupeň rozpadu a {450,580} 
je 2D matice koeficientů transformace. 
 




Obrázek 4.4: Grafické zobrazení koeficientů třístupňové SWT (zprava stupeň rozkladu 3, 2, 1 
a vstupující vzorek) 
 
Jako základní vlnka pro matematické operace je většinou volena Haarova, která 
se volá jako prázdná funkce HaarWavelet[], tím pracuje v režimu základních 
parametrů. Program nabízí celou řadu těchto vlnek. Ve výčtu uvedu jen základní 
DaubechiesWavelet[], MeyerWavelet[], ShannonWavelet[]. 
 
Další důležitou funkcí je prahování volané funkcí WaveletThreshold[data, 
{”threshold”, thresholding value}], kde data je vstupní matice 
koeficientů, threshold je označení druhu použitého prahování – tvrdé nebo měkké, 
thresholding value je hladina šumu. Do proměnné thr se vloží výstupní hodnoty 
funkce WaveletThreshold, kde vstupní parametry jsou hodnota z předchozí funkce 
dwd, Soft je informace o použitém prahování – měkké a Universal je universální 
hladina šumu. 
 
thr = WaveletThreshold[dwd, {"Soft", Universal}] 
 
 
Tento příkaz také vrací pole koeficientů ze vstupních dat - DWD (Obr.4.5), kde 
SWT značí použitou funkci, číslo 3 je stupeň rozpadu a {450,580} je 2D matice 
koeficientů transformace. 
 





Obrázek 4.5: Grafické zobrazení koeficientů SWT po měkkém prahování (zprava stupeň 
rozkladu 3, 2, 1 a vstupující vzorek) 
 
Poslední krok je znovu sestavení obrazu po odstranění šumu. K tomuto účelu 
slouží funkce inverzní vlnkové transformace InverseWaveletTransform[dwd], 
kde dwd je matice koeficientů pro rekonstrukci obrázku (Obr.4.6). Zde jsou použita 










4.3.2 Komprese obrázu 
 
Jako první krok v programu na kompresi je potřeba načíst obrázek. K tomuto účelu 
slouží jako v předchozím případě příkaz Impotr[”file”,”format”], kde file 
je jméno souboru včetně cesty k němu, format označuje typ vstupních dat (image, 
sounds, data, atd.). V programu se do proměnné pic načítán obrázek voda.jpg. 
 
pic = Import["d:\\DP\\voda.jpg","Image"] 
 
Pro rozklad obrázku na vzorky je použita diskrétní vlnková transformace DWT, 
která se volá příkazem DiscreteWaveletTransform[data, wave, r], kde 
parametr data označuje vstupní vzorek (obrázek, zvuk, matice), wave udává druh 
vlnky pro zpracování dat, r je stupeň rozpadu transformace. Do proměnné dwd 
se načítá výsledek rozkladu DWT, kde vstupními parametry jsou obrázek pic, funkce 
Harrovy vlnky HaarWavelet[] a číslo 3 značící stupeň rozpadu transformace. 
  
dwd = DiscreteWaveletTransform[pic, HaarWavelet[], 3] 
 
DWT vrací pole koeficientů výstupních dat - DiscreteWaveletData (DWD) 
(Obr.4.7), kde DWT značí použitou funkci, číslo 3 je stupeň rozpadu a {450,580} je 
2D matice koeficientů transformace. 
 
DiscreteWaveletData[<<DWT>>, <3>, {450,580}] 
 
 
Obrázek 4.7: Grafické zobrazení koeficientů třístupňové DWT 
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U DWT je stejně jako u SWT použita Haarova vlnka HaarWavelet[]. Také výčet 
použitelných vlnek pro tuto transformaci je stejný, proto je již nebudu vypisovat.  
 
Prahování je voláno stejnou funkcí a se stejnými možnostmi parametů jako 
u SWT, tedy WaveletThreshold[data, {”threshold”, thresholding 
value}]. Zde se do proměnné thr  vloží výstupní hodnoty funkce WaveletThreshold, 
kde vstupními parametry jsou hodnota z předchozí funkce dwd, Hard značí použité 
prahování – tvrdé a číslo 0,1 je hodnota pro násobení prahu. Zde se hodnota 
Universal moc nehodí, protože pak je výsledek takřka beze změny. Pro jemnější 
prahování by se lépe hodila hodnota např. 0,01, protože odstraněné koeficienty 
nejsou tak velké a obraz je po rekonstrukci méně kostkový. Současná hodnota 
je pro ukázku. 
 
thr = WaveletThreshold[dwd, {"Hard", 0.1}] 
 
Tato funkce také vrací pole koeficientů z výstupních dat - DWD (Obr.4.8), kde 
DWT značí použitou funkci, číslo 3 stupeň rozpadu třetího řádu a 2D matice 
koeficientů transformace o rozměrech {450,580}. 
 
DiscreteWaveletData[<<DWT>>, <3>, {450,580}] 
 
 
Obrázek 4.8: Grafické zobrazení koeficientů DWT po tvrdém prahování 
 
Nakonec se provádí rekonstrukce obrazu po odstranění nežádoucích koeficientů 
pomocí inverzní WT. InverseWaveletTransform[thr], kde thr je matice 
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upravených koeficientů k sestavení původního obrázku (Obr.4.9). Zde vstupují data 





Obrázek 4.9: Srovnání vstupního obrázku s obrázkem po užití komprese 
 
4.4 Hodnocení programu Mathematica 
 
Instalace programu Mathematica probíhala bez jakýkoli potíží. Ovládací prostředí 
aplikace mě velmi příjemně překvapilo svojí jednoduchostí a přehledností. Přitom 
program nabízí možnost použití funkcí od nejjednodušších (základní numerické 
výpočty, přepočty jednotek, atd.) až po složité 3D grafické operace (výpočet ploch, 
fraktálů, atd.), které ovšem potřebují výkonnější počítač. Mým úkolem v této části 
bylo prověřit možnosti vlnkové transformace. 
 
V programu Mathematica lze s velkou jednoduchostí provádět různé operace 
s vlnkovou transformací. Výčet všech funkcí a jejich vlastností se může nalézt 
v nápovědě s podrobným popisem vstupních a výstupních parametrů. Použití 
vlnkové transformace v Mathematice se velmi dobře hodí jak ke kompresi, tak 
k odstranění šumu nejen v obrázcích. V této práci jsem využil diskrétní a stacionární 
(redundantní) vlnkové transformace, dle jejich vlastností k účelům komprese 
a odšumění obrázku. Funkce obou transformací jsou detailně popsány v kapitole 4.3. 
 
Program Mathematica by stál za prozkoumání v dalších oblastech jako 
je zpracování 3D grafiky, audio záznamů, signálů, atd., protože zde také nabízí velké 
množství funkcí.  
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5 PROGRAM SAGE 
 
Sage je bezplatný open-source matematický software pod licencí GPL. Autoři 
se snaží spojit vlastnosti mnoha existujících open-source balíku do společného 
rozhraní Python. Cílem je vytvořit open-source alternativu programů Magma, Maple, 
Mathematica a Matlab. Sage může být použit ke studiu různých stupňů aplikované 
matematiky od základní algebry až po velmi pokročilé teorie čísel, kryptografie, 
numerické výpočty, teorie grafů, atd. Obrázek (Obr.5.1) ukazuje způsob použití 
volání konstanty π  prostředí sage.  
 
 
Obrázek 5.1: Ukázka volání konstanty PI v programu Sage 
 
5.1 Instalace programu Sage 
 
Program Sage neexistuje jako instalační soubor do prostředí Windows, existuje 
pouze pod Linux. Ovšem ve Windows se může spustit ve virtualizačním nástrojem 
VMware Player. Zde se importuje soubor *.vmdk (z internetu stažen jako 
zkomprimovaný soubor *.zip), který obsahuje instalaci Linuxu v distribuci Ubuntu 
s nainstalovaným programem Sage. Virtuální nástroj, dále VN, sice umožňuje 
přepínat operační systém, dále OS, na Windows, ale vždy je na pozadí Linux. 
Podrobný popis instalace a nastavení lze najít na stránkách 
http://wiki.sagemath.org/SageAppliance, kde je postup jak nainstalovat VN, jak jej 
nastavit, jak importovat Sage a po spuštění ho konfigurovat. Po spuštění virtuálního 
počítače, dále VP je nutno doinstalovat funkce Sage. 
 
To se provádí instalací balíčků *.spkg z příkazové řádky (Terminálu) v OS ve VP. 
Terminál se spustí modrou ikonou z plochy s nápisem Sage. V návodu 
je doporučeno provést aktualizaci příkazem sage –upgrade, který zaktualizuje 
balíčky skupiny Standard. Tímto způsobem se mi ovšem povedl virtuální stroj 
několikrát dostat do nefunkčního stavu. Každopádně bez balíčků program v podstatě 
nic neumí. S touto skupinou doporučuji nainstalovat i skupiny Optional 
a Experimental příkazem sage -i db-jones-2005-11-02, které doplní další 
funkce. Důležité balíčky s doplňkovými funkcemi pro moji práci jsou pro jazyky 
Python, MatLab a rozšíření funkcí vlnkové transformace PyWavelets 0.2.0. Vše 




5.2 Ovládíní programu Sage 
 
Pracovní prostor Notebook se otevře z plochy VP ikonou Sage Notebook, která 
spustí internetový prohlížeči Firefox. V příkazu prohlížeče je napsáno  
http://localhost:8000/home/admin. Sage podporuje ukládání projektu 
do lokálního počítače, nebo publikovat do sítě. Jak ukazuje obrázek (Obr.5.2), plocha 
Sage obsahuje několik tlačítek, které zběžně popíši. Na první pohled se jeví poněkud 
nepřehledně a chvilku trvá, než se uživatel zorientuje 
 
 
Obrázek 5.2: Pracovní prostředí Sage 
 
Nové okno pracovního listu, dále PL, se otevře tlačítkem New Worksheet, pak 
se potvrdí název a může se psát kód. Samotný PL se uloží jako soubor s příponou 
*.sws.  Další dvě tlačítka Upload  a Download All Active slouží ke správě 
projektů, prvním se sdílí do sítě a druhým ukládají všechny projekty. Dále je zde 
Active pro znovu zobrazení projektů (obdoba refresh), Delete pro smazání 
vybraného projektu, Stop pro zastavení běžícího projektu a Download pro uložení 
vybraného projektu. Jak lze vidět na obrázku (Obr.5.1) přibyla v novém okně položka 
nástrojů, kde lze spravovat PL. Nejzajímavější je poslední roletka, kde se dají 
nastavit vlastnosti PL do podoby pro různé matematické programy (výchozí je Sage 
a další k výběru jsou Python, Maple, Matlab, Mathematica). Při zaškrtnutí volby 
Typeset, se bude pro daný jazyk zvýrazňovat matematické výrazy. 
 
5.3 Použité funkce 
 
Obdobně jako při testování programu Mathematica jsem i zde použil funkci 
diskrétní WT pro kompresi a stacionární WT pro odstranění šumu z obrázku. 
V obojích případech je k rozpadu využita Haarova vlnka. Více v kapitole 4.3. 
 
Abych mohl využít všechny potřebné funkce, bylo nutno nainstalovat podpůrné 
balíčky. Na začátku každého kódu se pak musí provádět import funkcí těchto balíčků 
příkazem import pywt, numpy, scipy, pylab, matplotlib, sage.all. 
Načtením pyw získám funkce pro WT, numpy a scipy zpřístupní funkce Pythonu, 
pylab a matplotlib zase funkce Matlabu a sage.all doplní všechny funkce 
Sage. Díky těmto funkcím mohu v kódu kombinovat vlastnosti všech programů.  
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5.3.1 Odstranění šumu z obrázku 
 
Na začátku kódu se nastaví vstupní proměnné stupeň rozkladu 3, druh použité 
vlnky haar a způsob prahování, kde je volba měkké soft nebo tvrdé hard. 
Při odstranění šumu se používá měkké, protože po prahování se od výsledných 
koeficientů odečítá hodnota prahu. Poté se provádí načtení obrázku a úprava 
rozměrů tak, aby jeho svislá i vodorovná velikost (v pixelech) byla bezezbytku 
dělitelná N2 k vůli funkci SWT, která s jiným rozměrem neumí pracovat. 
 
vel = floor(size(obr) /eldiv/ 2 ** N) * 2 ** N 
obr = obr(mslice[1:vel(1)], mslice[1:vel(2)])  
 
Takto rozměrově upravený obrázek podstoupí proces zašumění bílým šumem, jak 
ukazuje obrázek (Obr.5.3).  
 
obr_n = obr + 0.1 * numpy.randn(size(obr)) 
 
 
Obrázek 5.3: Vstupní obrázek a jeho zašumění 
 
Následný krok provede vlnkový rozklad (dekompozici) a výpočet vlnkových 
koeficientů cA (koef. Aproximací), cH (koef. Horizontálních detailů), cV (koef. 
Vertikálních detailů), cD (koef. Diagonálních detailů). Rozklad zajistí funkce 
pywt.swt2. 
 
[cA, cH, cV, cD] = pywt.swt2(obr_n, N, vlnka) 
 
Poté se koeficienty zobrazí v grafické podobě, viz (Obr.5.4). Prvně se naplní 
proměnné Ry a Rx určené k y a x souřadnicím. Pak cyklus for s podmínkou 
na začátku naplní matici koeficientů a příkaz subplot vše zobrazí. 
 
Na takto upravených detailních koeficientech se provede prahování v každé úrovni 
dekompozice (výpočet směrodatné odchylky a porovnání s předchozími hodnotami) 
a tím se získá vždy nová úroveň prahu. Hodnota prahu se získá násobením 
směrodatné odchylky koeficientu empirickou konstantou TM. Tímto způsobem 





Obrázek 5.4: Grafické zobrazení koeficientů třístupňové pywt.swt2  
 
 
Obrázek 5.5: Grafické zobrazení koeficientů SWT po měkkém prahování 
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V posledním kroku programu je znovu sestavení obrazu z odfiltrovaných 
koeficientů po prahování. K tomuto účelu slouží inverzní SWT, která se volá 
příkazem pywt.iswt2. Výsledný obraz lze vidět na obrázku (Obr.5.6). 
 
obr_dn = pywt.iswt2(cA, cH, cV, cD, vlnka) 
 
 
Obrázek 5.6: Porovnání vstupního obrázku s obrázkem po odšumění 
5.3.2 Komprese obrázku 
 
Při kompresi se také na začátku kódu nastaví vstupní proměnné stupeň rozkladu 
3 a druh použité vlnky haar. Možnost volny způsobu prahování zde není, protože 
při kompresi se používá tvrdé prahování hard, z důvodu odstranění nepotřebných 
hodnot. Poté se provádí načtení obrázku a úprava rozměrů, stejně jako 
při odstranění šumu. 
 
Následuje funkce vlnkového rozkladu pywt.wavedec2, která ukládá všechny 
výsledné koeficienty ze všech stupňů rozkladu do vektoru C. V tomto vektoru je pak 
potřeba rozlišit horizontální, vertikální a diagonální koeficienty každého stupně 
rozkladu a jednotlivé aproximace, což zajistí následující for cyklus. 
 
[C,S] = pywt.wavedec2(obr, N, vlnka) 
 
Takto upravené matice hodnot prochází for cyklem, který vektory koeficientů 
převede na obraz. Výsledek je vidět na obrázku (Obr.5.7). 
 
Dále se v každé úrovni dekompozice provádí prahování koeficientů (výpočet 
směrodatné odchylky) a jejich zobrazení, jak ukazuje obrázek (Obr.5.8). Na rozdíl 
od prahování při odstranění šumu, se zde hodnoty pod úrovní prahu nulují a tím 
dochází k úbytku nežádoucích koeficientů, provádí se tvrdé prahování. Hodnota 










Obrázek 5.7: Grafické zobrazení koeficientů třístupňové DWT 
 
 
Obrázek 5.8: Grafické zobrazení koeficientů DWT po tvrdém prahování 
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Na konec programu se provádí znovu sestavení obrazu z koeficientů 
po prahování. K tomuto účelu slouží inverzní DWT, která se volá příkazem 
pywt.waverec2. Výsledný obraz lze vidět na obrázku (Obr.5.9). 
 
 
Obrázek 5.9: Srovnání vstupního obrázku s obrázkem po užití komprese 
 
5.4 Hodnocení programu Sage 
 
V úvodní části této kapitoly jsem se zaměřil na instalaci programu Sage, kterou 
doprovázela řada komplikací. Hlavní překážkou bylo prostředí OS Linux Ubuntu, 
které se chovalo ve VN nestabilně. Nečekané pády OS při práci způsobovaly ztrátu 
celého VP a bylo nutno jej znovu nainstalovat. Další problematickou částí byla 
instalace balíčků s doplňkovými funkcemi. Ne každý balíček byl přizpůsoben k dané 
verzi Sage a distribuci Linuxu. Pro správnou funkci by se měla provádět pracná 
úprava kódu v jazyce C nebo Python a pak jeho kompilace. Tomuto kroku jsem 
se vyhnul nalezením již upravených balíčků a instalací všech dostupných 
na oficiálních stránkách Sage a nalezených s pomocí internetového vyhledávače. 
I tak značná řada funkcí nefungovala, nebo měla problémy s návazností 
na předchozí výpočty. 
 
Orientace v pracovním prostoru Worksheet také nebyla příjemná. Po úvodních 
potížích s jeho vlastnostmi při přepínání podpory pro matematické programy, jsem 
začal hledat způsob jak psát vlastní kód, než se snažit zprovoznit již mnou napsaný 
v Mathematice nebo Matlabu. Nakonec jsem zvolil přepis kódu z Matlabu 
v kombinaci s Pythonem, který je také základním jazykem pro Sage. Ale ani tato 
volba nebyla šťastná, protože kód vykazuje známky nestability. Jeho funkčnost 
je závislá na správné konfiguraci VP a instalace balíčků. Z množství balíčků, které 
52 
 
jsem zkoušel instalovat, nedovedu přesně určit všechny potřebné.  S velkou 
námahou se mi povedlo potřebná data z programu získat a zpracovat je do této 
práce. 
 
Program Sage by mohl být mocným matematickým nástrojem, protože by měl 
umět pracovat s kódy robustních matematických programů. Problémem je ovšem 
v jeho závislost na aktuální kompilaci Linuxu, možnosti přístupu k internetu a kontrole 
špatně napsaných balíčků. Jako velkou výhodu vidím užití jazyka C k tvorbě balíčků 
s funkcemi. Dle vývoje Sage lze přepokládat, že stávající problémy budou 
v následujících verzích odstraněny a program se stane dobrou volbou pro teoretické 





Cílem této práce bylo prozkoumat možnosti vlnkové transformace v programech 
Mathematica a Sage se zaměřením na kompenzaci šumu v obrázcích a jejich 
komprimaci. V úvodní části jsem se podrobně věnoval problematice vlnkových 
transformací, jejich rozdělení, práci s nimi a použití. Z informací získaných v této části 
jsem se rozhodl použít diskrétní vlnkovou transformaci DWT pro kompresi obrázku, 
protože díky podvzorkování koeficientů nebude objem dat narůstat a nulováním 
podprahových hodnot bude stoupat kompresní poměr. Ke kompenzaci šumu se lépe 
hodí stacionární vlnková transformace SWT (Redundantní DTWT), protože 
se při dekompozici neprovádí podvzorkování a proto není nutná interpolace 
při rekonstrukci, která bývá obvykle zdrojem chyb.  
 
Další parametry ovlivňující kvalitu provedení transformací je volba prahu a druhu 
vlnky. Pro kompresi obrázku se lépe hodilo tvrdé prahování, protože výstupní 
koeficienty jsou zbaveny šumových složek a původní koeficienty zůstávají 
nezměněny. Tím vnikají skoky a redukuje se počet nepotřebných koeficientů 
při rekonstrukci obrázku. Naopak měkké prahování se hodí pro kompenzaci šumu, 
protože koeficienty jsou posunuty a úroveň šumu a nedochází ke skokům. Vlnka byla 
ve všech případech zvolena Haarova, díky jejím vlastnostem. 
 
Dále se v práci věnuji základním informacím obou programů, jako jsou instalace, 
zprovozní a praktické využití. Znalosti získané z prvních kapitol jsem využit při psaní 
algoritmů pro oba programy. Zatímco v Mathematice s psaním algoritmů nebyl 
problém, v programu Sage jich bylo hned několik. Píši o nich v kapitole 5.4. Výsledky 
algoritmů spolu s grafickým výstupem a popisem základních funkcí jsem sepsal 
v částech 4 a 5. V souhrnu mohu říci, že s programem Mathematica se mi pracovalo 
lépe. Také jeho funkčnost byla daleko stabilnější a volání příkazů jednodušší. Celé 
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK, VELIČIN A SYMBOLŮ 
 
2D DWT  vlnková transformace 2D signálů 
CWT  spojitá vlnková transformace 
DD   aproximace na dané úrovni rozkladu 
DP   dolní propust 
DTWT  dyadická vlnková transformace 
DWT  diskrétní vlnková transformace 
GCV  metoda zobecněného křížového ověření   
GPL  všeobecná veřejná licence (GNU) 
HH   diagonální obraz 
HL   vertikální obraz 
HP   horní propust 
IDTWT  inverzní dyadická vlnková transformace 
LH   horizontální obraz 
LL   obraz vzniklý z dolních frekvenčních pásem 
MSE  střední kvadratická chyba 
OS   operační systém 
PL   okno pracovního listu v programu Sage 
ROI uživatelem definované části obrazu, které jsou komprimovány 
v lepší kvalitě na úkor zbytku obrazu. Využito ve standardu 
jpeg2000 
SNR  poměr signál – šumu 
TM   empirická konstanta 
VN   virtualizační nástroj 
VP   virtuální počítač 
WT   vlnková transformace 
 
f(t)   obecná funkce v čase t 
Sgn()  funkce singularit 
K0   počet nulovaných koeficientů 
ψ    mateřská vlnka 
( )tψ   množina neperiodických v čase ohraničených funkcí 
δ    hodnota prahu 
λ    faktor dilatace v čase 
σ    směrodatná odchylka 
τ    translace v čase 
λ
1   člen normalizující energii všech vlnek na stejnou hodnotu 
















Mathematica_Compress.m – balíček pro kompresi 
Mathematica_Noise.m – nalíček pro komprenzaci šumu 
Mathematica_Compress.nb – notebook s kompresí 
Mathematica_Noise.nb – notebook s kompenzací šumu 
voda.jpg – otevíraný obrázek 
 
Sage: 
Sage_Compress.m – balíček pro kompresi 
Sage_Noise.m – balíček pro kompresi 
Sage_Compress.sws – worksheet s kompresí 
Sage_Noise.sws – worksheet s kompenzací šumu 
voda.jpg – otevíraný obrázek 
 
Matlab: 
MatLab_Noise.m – skript na kompenzaci šumu 
MatLab_Compress.m – skript na kompresi 
voda.jpg – otevíraný obrázek 
 
 
 
 
